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Objectifs

1. Montrer les problèmes d'optimisation discrète qui apparaissent en 
apprentissage machine

2. Montrer les problèmes d'apprentissage qui apparaissent dans les 
méthodes d'optimisation discrète

3. Montrer les problèmes passés (avant le Deep Learning) et les 
problèmes plus actuels

4. Donner des pistes de collaborations et des réflexions



Objectifs

1. Montrer les problèmes d'optimisation discrète qui apparaissent en 
apprentissage machine
A. Les problèmes d’inférence et apprentissage de modèles graphiques 

probabilistes : Problème d’étiquetage de graphe

B. Les problèmes de sélection : Par exemple choisir des vecteurs dans un 
dictionnaire de manière parcimonieuse. Sélectionner des poids d'un réseau 
de neurones, Sélection de caractéristiques, Trouver les P-médian, Matrice 
de rang faible, Factorisation de matrice, ....

C. Les problèmes d'affectation : Par exemple le problème du transport 
optimal, le problème du graph matching.

D. Neural architecture search (NAS)



Objectifs

• Montrer les problèmes d'optimisation discrète qui apparaissent en 
apprentissage machine

2. Montrer les problèmes d'apprentissage qui apparaissent dans les 
méthodes d'optimisation discrète
A. Apprendre pour améliorer les données d’entrées pour résoudre plus simplement le 

problème
B. Apprendre à bien résoudre

• Montrer ce qui existe déjà. Ce qui a déjà été fait.

• Donner des pistes de collaboration et des réflexions



Objectifs

1. Montrer les problèmes d'optimisation discrète qui apparaissent en 
apprentissage machine

2. Montrer les problèmes d'apprentissage qui apparaissent dans les 
méthodes d'optimisation discrète

3. Montrer ce qui se fait déjà

4. Donner des pistes de collaborations et des réflexions
1. Représenter les problèmes d'ordonnancement comme des images
2. Représenter les problèmes d'ordonnancement comme des graphes
3. Neural architecture search (NAS), AutoML



Introduction à l’apprentissage machine



L’apprentissage

• Soit X, l’espace d’entrée
• Par exemple, l’espace de toutes les images possibles

• 𝑋 = 𝑅3×𝐻×𝐿

• 𝑥 ∈ 𝑋

• Soit Y, l’espace de sortie
• Y= {0, 1} : Variable discrète propice à l’optimisation discrète

• 0 : l’image représente un chien
• 1 : l’image représente un chat

• 𝑦 ∈ 𝑌

• Soit f, une fonction reliant l’espace d’entrée à l’espace de sortie
• 𝑓: 𝑋 → 𝑌

• 𝑓 𝑥 ∈ 𝑌



L’apprentissage

• Comment construire f ?
• À la main 

• grâce à des règles, on encode informatiquement la connaissance de l’expert
• Système expert : si pixels blancs alors image de chat

• A partir des données  Apprentissage machine
1. Fixer un modèle pour f  : Hypothèses sur notre problème.

2. Introduire des paramètres (W) dans la fonction f

• 𝑓: 𝑋 ×𝑊 → 𝑌



L’apprentissage machine

• Il faut des données d’apprentissage
• 𝐴𝑝𝑝 = {𝑥𝑖 , 𝑦𝑖}𝑖=1

𝑀
 Des couples : (image, classe)

• Besoin d’experts pour fournir les données d’apprentissage surtout les 𝑦𝑖

• L’apprentissage = Trouver les paramètres w tel que le modèle 
paramétré minimise les erreurs de décisions.

• Soit l, une fonction qui mesure l’ erreur de décision
• 𝑤∗ = 𝑎𝑟𝑔 min

𝑤∈𝑊
σ𝑥𝑖,𝑦𝑖∈𝐴𝑝𝑝

𝑙 𝑓(𝑥𝑖 , 𝑤 , 𝑦𝑖)  PB1: Problème d’apprentissage

• Avec w ∈ 𝑅𝑑. d=500 milliards 

• Avec M = 30 Milliards

Modèle 
NLP créée 
par les 
GAFAM

LIFAT : d=1 
million et 
M=10 000



L’apprentissage machine

• Phase de décision/prédiction/inférence
• 𝑇𝑒𝑠𝑡 = {𝑥𝑖 , 𝑦𝑖}𝑖=1

𝑚
 Des données pour tester

• Besoin d’experts pour fournir les données des tests surtout les 𝑦𝑖
• On utilise la fonction f paramétré pour résoudre notre problème

• 𝑥𝑖 ∈ 𝑇𝑒𝑠𝑡

• 𝑓 𝑥𝑖 , 𝑤
∗ = ෝ𝑦𝑖

• f doit être rapide à calculer :
• En test : besoin temps réel ? Voiture autonome, SIRI, Alexa, ….

• En apprentissage : beaucoup d’appels à f.



L’apprentissage machine

• 𝑤∗ = 𝑎𝑟𝑔 min
𝑤∈𝑊

σ𝑥𝑖,𝑦𝑖∈𝐴𝑝𝑝
𝑙 𝑓(𝑥𝑖 , 𝑤 , 𝑦𝑖)  Phase d’apprentissage

• Juste un problème d’optimisation ???
• Non pas que car ce que l’on veut c’est que f(w) soit performant sur 𝑇𝑒𝑠𝑡 =
{𝑥𝑖 , 𝑦𝑖}𝑖=1

𝑚

• Minimiser une fonction d’erreur sur une base d’apprentissage n’implique pas 
forcément être bon sur 𝑇𝑒𝑠𝑡  Théorie de l’apprentissage

• Théorie de l’apprentissage : 
• Les problèmes : Sur apprentissage et Sous apprentissage
• Les solutions : contraindre le problème d’apprentissage (Stochastique Gradient 

Descente, dropout, regularization, …), insérer des connaissances a priori (bayesian
prior …) 



L’apprentissage machine : deep learning

• f : est une composition de fonction

• PB1 est minimisé par descente de gradient.

• f : doit être dérivable





Objectifs

1. Montrer les problèmes d'optimisation discrète qui apparaissent en 
apprentissage machine
A. Les problèmes d’inférence et apprentissage de modèles graphiques 

probabilistes : Problème d’étiquetage de graphes





Inférence et apprentissage de modèles 
graphiques probabilistes



Apprentissage : ajuster des paramètres 



Inférence



Soit f=Pr(y|x) : fonction reliant l’espace 
d’entrée à l’espace de sortie

Apprentissage : Maximum de vraisemblance

Inférence :



Soit f’=Pr(x|y) : fonction reliant l’espace de 
sortie à l’espace d’entrée

Apprentissage par maximum de vraisemblance : 

Inférence : 



Liaisons entre des modèles locaux

𝑦2 dépend 𝑦1 Dépendance séquentielle 
Exemple: dans une vidéo, chaque image peut être classée comme une image de chat ou pas 

La scène : un chat court dans le jardin 
Si l’image i-1 est une image de chat alors l’image i est vraisemblablement une image de chat 



Liaisons entre des modèles locaux



Inférence : problème d’optimisation

Inférence : On cherche une séquence y, les variables 𝑦𝑖 ∈ {0,1}

Programmation dynamique



Inférence : problème d’optimisation : CRF



Liaisons dangereuses entre des modèles 
locaux
• Dépendance entre les variables : Grille 2D (graphe)

• La dépendance n’est plus séquentielle



Liaisons dangereuses entre des modèles 
locaux



Inférence : problème d’optimisation : 
Problème d’étiquetage dans un graphe



Inférence : problème d’optimisation

1. y sont des variables discrètes
2. Les dépendances des variables ne permettent plus la programmation dynamique:  

Graphe avec des boucles.  Parfois un problème NP-difficile
3. Utilisation de méthodes dite Graph Cut

1. Modélisation comme des problèmes de Max Flow et Min cut
2. Heuristique du type alpha-expansion algorithm



Les cas spécifiques



Fonction sous modulaires



Différentes fonctions de coûts



Des exemples d’application



Des exemples d’application



Apprentissage : problème d’optimisation : 
CRF

𝑤1 ∈ 𝑅𝑑1 et 𝑤2 ∈ 𝑅𝑑2



Algorithme de résolution : Structured learning

• Structured perceptron



Algorithme de résolution : Structured learning
: Structured SVM



Objectifs

1. Montrer les problèmes d'optimisation discrète qui apparaissent en 
apprentissage machine
A. Les problèmes d’inférence et apprentissage de modèles graphiques 

probabilistes : Problème d’étiquetage de graphes

B. Les problèmes de sélection : Par exemple choisir des vecteurs dans un 
dictionnaire de manière parcimonieuse. Sélectionner des poids d'un réseau 
de neurones, Sélection de caractéristiques, ....

C. Les problèmes d'affectation : Par exemple le problème du transport 
optimal, le problème du graph matching.



Sélectionner une composition de vecteurs





La régularisation de Tikhonov



Parcimonie : 𝑦 est une composition d’un 
nombre réduit de sous espaces 
Le but des problèmes d’optimisation qui suivent est donc de trouver K parmi ces sous-espaces. K 

coefficients non nuls. On veut que K soit le plus petit possible. 

Pseudo norme 𝑙0 = Elle dénombre simplement son nombre de 

coefficients non nuls



Parcimonie : 𝑦 est une composition de sous 
espaces 
Le but des problèmes d’optimisation qui suivent est donc de trouver K parmi ces sous-espaces.

Pseudo norme 𝑙0 = Elle dénombre simplement son nombre de 

coefficients non nuls

Assoupli)

Ce problème

est NP-difficile



Le problème tel qu’il est traité en CV ou ML : 



Objectifs

1. Montrer les problèmes d'optimisation discrète qui apparaissent en 
apprentissage machine
A. Les problèmes d’inférence et apprentissage de modèles graphiques 

probabilistes : Problème d’étiquetage de graphes

B. Les problèmes de sélection : Par exemple choisir des vecteurs dans un 
dictionnaire de manière parcimonieuse. Sélectionner des poids d'un réseau 
de neurones, Sélection de caractéristiques, ....

C. Les problèmes d'affectation : Par exemple le problème du transport 
optimal, le problème du graph matching.



Le problème de Kantorovitch (KP)



Le problème de Kantorovitch

p

𝑎1 𝑏2

X

B

Problème Linéaire : Résolution en O(n^3)

YY

Y



Distance de Wasserstein

• Valeur de la fonction objectif du problème de Kantorovitch

• Distance entre 2 distributions X et Y. 



Heuristique Rapide et différentiable

• L’algorithme de Sinkhorn-Knopp

• Near linear time



Objectifs

1. Montrer les problèmes d'optimisation discrète qui apparaissent en 
apprentissage machine
A. Les problèmes d’inférence et apprentissage de modèles graphiques 

probabilistes : Problème d’étiquetage de graphes

B. Les problèmes de sélection : Par exemple choisir des vecteurs dans un 
dictionnaire de manière parcimonieuse. Sélectionner des poids d'un réseau 
de neurones, Sélection de caractéristiques, ....

C. Les problèmes d'affectation : Par exemple le problème du transport 
optimal, le problème du graph matching.

D. Neural architecture search (NAS)



Neural architecture search (NAS)



Objectifs

• Montrer les problèmes d'optimisation discrète qui apparaissent en 
apprentissage machine

• Montrer les problèmes d'apprentissage qui apparaissent dans les 
méthodes d'optimisation discrète

• Apprendre pour améliorer les données d’entrées pour résoudre plus simplement le 
problème

• Apprendre à bien résoudre

• Montrer ce qui existe déjà. Ce qui a déjà été fait.

• Donner des pistes de collaboration et des réflexions



Objectifs

• Montrer les problèmes d'optimisation discrète qui apparaissent en 
apprentissage machine

• Montrer les problèmes d'apprentissage qui apparaissent dans les 
méthodes d'optimisation discrète

• Apprendre pour améliorer les données d’entrées pour résoudre plus simplement le 
problème

• S’entrainer à bien résoudre

• Montrer ce qui existe déjà. Ce qui a déjà été fait.

• Donner des pistes de collaboration et des réflexions



Exemple des problèmes d’affectation

• Avec la bonne matrice d’affectation le problème devient trivial

• Apprendre à remplir la matrice des couts pour que le problème 
devienne facile à résoudre

Euros Jobs/Persons Person 1 Person 2 Person 3

Job A 1 5 10

Job B 6 1 5

Job C 6 3 1



Exemple des problèmes d’affectation



Integration of combinatorial solver into a 
deep learning model

https://arxiv.org/abs/2108.00394 : Attention communication commerciale

https://arxiv.org/abs/2108.00394
















Proposal : Integration of our model into a 
deep learning architecture.
• Gradient of GMS :

• To compute the gradient we need to perturbate the input of GMS according to 
the variations of the loss.

• A perturbated solution is obtained by solving GMS with the new input: 

• The hyper-parameter  > 0 controls the trade-off between “informativeness" of

the gradient and “faithfulness" to the original function L.

64







Objectifs

• Montrer les problèmes d'optimisation discrète qui apparaissent en 
apprentissage machine

• Montrer les problèmes d'apprentissage qui apparaissent dans les 
méthodes d'optimisation discrète

• Bien résoudre pour mieux s’entrainer
• Apprendre à bien résoudre

• Montrer ce qui existe déjà. Ce qui a déjà été fait.

• Donner des pistes de collaboration et des réflexions



















Objectifs

1. Montrer les problèmes d'optimisation discrète qui apparaissent en 
apprentissage machine

2. Montrer les problèmes d'apprentissage qui apparaissent dans les 
méthodes d'optimisation discrète

3. Montrer ce qui existe déjà. Ce qui a déjà été fait.

4. Donner des pistes de collaborations et des réflexions



Des pistes pour la suite 

• Des collaborations existantes : 
• Thèse en cours :  C. Lenté, H. Cardot, N. Monmarché
• Vincent, Romain : 

• Apprentissage de voisinages dans des recherches locales

• Des pistes de collaborations
• Julien Mille : Problème de sélections de paramètres dans les réseaux de neurones  

(en cours)
• Hugo Raguet : Inférence modèle probabiliste : Graph Cut ? Est-ce encore en cours?
• Moncef Hidane : Problème de Kantorovitch non équilibré pour le débruitage d’image
• Vincent, Romain, Ronan, Hugo : Projet ANR déposé

• Apprentissage de voisinages dans des recherches locales
• Apprentissage de schéma de branchage pour des problèmes de permutation



Des pistes pour la suite et des réflexions

• Donner des pistes de collaborations et des réflexions
• Voir une instance d’un problème d’ordonnancement comme une image

• RFAI : Fortes compétences en Image

• Représenter les ordonnancements comme des images de diagrammes de Gantt
• Le diagramme de Gantt contient toutes les informations du problème

• Appliquer les techniques issues de la vision par ordinateur (CNN, …)

• Ça a marché pour beaucoup de problèmes : Jeu de Go, Atari Games, Puissance 4, …
Un peu comme la Thèse de Nic 

Idée appliquée 
à la 
classification de 
graphes par 
Frédéric Rayar



Des pistes pour la suite et des réflexions

• Donner des pistes de collaborations et des réflexions
• Voir une instance d’un problème d’ordonnancement comme un graphe

• RFAI : Fortes compétences en Graphe & apprentissage : ANR CodeGNN

• Représenter le problème comme un graphe

• Appliquer nos méthodes de réseaux de neurones à base de graphes. 



Des pistes pour la suite et des réflexions

• Neural architecture search (NAS), AutoML
• ROOT : Forte compétences en modélisation et méthodes de résolution

• Algo génétique, multi-critères, MILP, …



Merci de votre attention

• Avez-vous des questions ? 



Liens utiles et sources de la présentation

• http://helper.ipam.ucla.edu/publications/dlc2021/dlc2021_17001.pd
f

• https://arxiv.org/pdf/2105.02343.pdf

• https://arxiv.org/pdf/2103.03206.pdf

• https://arxiv.org/pdf/2105.15183.pdf

• https://www.ipam.ucla.edu/programs/workshops/deep-learning-
and-combinatorial-optimization/

• https://arxiv.org/pdf/1803.00567.pdf

http://helper.ipam.ucla.edu/publications/dlc2021/dlc2021_17001.pdf
https://arxiv.org/pdf/2105.02343.pdf
https://arxiv.org/pdf/2103.03206.pdf
https://arxiv.org/pdf/2105.15183.pdf
https://www.ipam.ucla.edu/programs/workshops/deep-learning-and-combinatorial-optimization/
https://arxiv.org/pdf/1803.00567.pdf


Books



Books



Source : Parcimonie :

• Thèse: Antoine BONNEFOY

• Élimination dynamique : accélération des algorithmes d’optimisation 
convexe pour les régressions parcimonieuses


